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求解轴对称场的有限元2新型等效源两种耦合新算法
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　　摘　要 :　本文提出有限元法与新型等效源法的两种新耦合算法.该耦合法可以使有限元法和新型等效源法在矩

形边界上进行耦合 ,发挥了有限元法与新型等效源法的各自优点 ,特别适合于求解无界区域的各类问题.用耦合法计

算了一轴对称非线性静磁场模型 ,与有限元法相比 ,耦合法将会减少未知数的个数 ,提高计算效率.
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Abstract :　Two kinds of the coupled finite element2new2type equivalent source method are systematically illustrated. The cou2
pling of the two methods (FEM and NESM) can enhance the advantages of both techniques and help to overcome their specific weak2
nesses. The methods are especially adapted to the calculation of open domain problems including nonlinear ,anisotropic and stratified

media.
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1　引言
　　在传统的电磁场数值分析中 ,有限元法是应用比较成熟

的 ,特别是处理多种媒质和非线性场十分有效.然而 ,有限元

法也有局限性 ,比如对求解开域问题 ,就会遇到困难 [1 ] .有限

元法在处理开域问题方面已有多种处理方法 ,例如逆失径变

换法[2 ]、Trefftz法 ,以及有限元2边界元耦合法 [3 ]、有限元2模拟
电荷耦合法等[4 ] .这些方法在有限元解决开域问题方面起到

了一定的推动作用 ,但往往实现起来比较复杂.因此 ,研究有

限元与其它方法的耦合问题仍具有重要的理论价值.

新型等效源法是作者近年提出的计算电磁场的一种新方

法[5 ,6 ] ,其解的表达式为含有一系列本征函数的级数形式.新

型等效源法特别适合于求解无限区域的各类线性场问题 ,因

此 ,如能把新型等效源法与有限元法耦合在一起解决开域问

题 ,将具有一定的实际意义.

本文研究轴对称场的有限元法和新型等效源法的两种耦

合新算法 ,给出耦合法的具体公式和实施方法 ,并用耦合法计

算一实例来说明方法的正确性和有效性.

2　轴对称场的有限元方程
　　本文以轴对称磁场为例 ,矢量磁位 A作为求解对象.

　　在对轴对称场的分析中 ,由于矢量磁位 A 只有一个分

　图 1　轴对称场剖分区域

量 ,即 A = A<<
0 ,所以只要在过

对称轴的子午面上用三角形或

四边形单元剖分 (图 1) ,然后在

以三角形或四边形为截面的旋

转体上进行积分就行了.

设有下列第一类、第三类

非齐次混合型边值问题

¨2 A = - μJ

ρA< = f1

1
μρ

5 (ρA<)

5 n
= H1 t

　　

∈V

∈S1

∈S2

(1)

对式 (1)所示的边值问题 ,在轴对称场情况下其泛函极值问题

可描述如下 ( A<以下省略下标 <) :

F( A) = 2π∫S
1

2μB2ρdρdz - 2π∫S JAρdρdz - 2π∫l
2

H1 tAρdl = min

(2)

如采用四节点四边形剖分单元 ,则第 e单元矢量磁位 A

可表示为
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Ae = ∑
4

i =1

Ne
iA

e
i = NeAe (3)

式中 : Ne为四边形标准单元的形状函数.

由 B = ¨×A求得磁感应强度 Be 的两个分量 Be
ρ和 Be

z ,

并代入式 (2)中 ,有

Fe ( Ae) =
1
2

AT
e KeAe - AT

e Pe - AT
eQe H1 t = min (4)

式中 : Ke为单元系数阵 , Pe、Qe为四阶列阵 ,它们的表示方法

和各元素计算公式见参考文献[1 ].

求 Fe ( Ae)的极值且进行合成后 ,可得一矩阵方程为 :

KA - QH1 t = P (5)

上式用分块矩阵表示如下 :

Kii Kio 0

Koi Koo - Q

A1 i

A1 o

H1 t

=
P

0
(6)

A1 i为内部节点矢量磁位值 ; A1 o为边界节点矢量磁位值.

由上式可见 ,用有限元法求解无界区域的场时 , H1 t是未

知的 ,需要特殊处理.如果将有限元区以外的无界空间区域

(图 1中区域Ⅱ)用新型等效源法求解 ,并在区域 Ⅰ和区域Ⅱ

的分界面上进行耦合 ,那么可以提高解的计算精度.本文提出

两种耦合法 ,分别予以介绍.

3　有限元与新型等效源的耦合方法Ⅰ

　　设开区域Ⅱ(非导体区)的表面边界为 S ,且不包含外施

电流源.则区域Ⅱ中的矢量磁位 A满足拉普拉斯方程 :

¨2 A = 0 (7)

用新型等效源法求解方程 (7)时 ,新型等效源的设置如图 2所

示 (填充在区域Ⅱ的无效区域 (区域Ⅰ) ) ,为 1号球形等效源 .

这里选用二阶矢量位作为计算对象.根据轴对称场的性质 ,二

阶矢量位 W1 ( W2的解为零)的级数解的表达式为 :

W1 = A0 + ∑
N

p

p =1

{
Aop

rop
+ ∑

N
op

l =1

r - ( l + 1)
op [ Al

op Pl (cosθop) ]} (8)

方程 (7)的解为 :

A2 < = -
5 W1

5θ = ∑
N

k =1

αkUk (9)

根据有限元法 ,可设 :

F( A2) =∫V
1

2μ
( | ¨×A2| ) 2 dv -∫S H2 t·A2 ds (10)

在轴对称场中 ,在球坐标系 ( r ,θ, <)下得到

F( A2 <) =
1

2μ∫V { [
1

rsinθ
5 (sinθA2 <)

5θ ]2 + [
1
r

5 ( rA2 <)

5 r
]2}

·r2sinθdrdθd< - 2π∫S H2 tA2 <rsinθds (11)

把式 (9)代入式 (11)得 :

F( A2 <) =
2π
2μ∫S { [∑

N

k =1

αk ( cosθ
rsinθUk +

1
r

5 Uk

5θ) ]2 + [∑
N

k =1

αk ( 1
r

Uk

+
5 Uk

5 r
) ]2} r2sinθdrdθ- 2π∫l H2 t (∑

N

k =1

αkUk) rsinθdl

(12)

令
5 F( A2 <)

5A2 <i
= 0 , i = 1 ,2 , ⋯, N ,得 :

2π
μ∫S { [ ∑

N

k =1

αk ( cosθ
rsinθUk +

1
r

5 Uk

5θ) ]

[∑
N

k =1

5αk

5A2 <i
( cosθ
rsinθUk +

1
r

5 Uk

5θ) ]

+ [∑
N

k =1

αk ( 1
r

Uk +
5 Uk

5 r
) ][∑

N

k =1

5αk

5A2 <i
( 1

r
Uk +

5 Uk

5 r
) ]}

·r2sinθdrdθ- 2π∫l H2 t (∑
N

k =1

5αk

5A2 <i
Uk) rsinθdl = 0 (13)

把式 (8)代入式 (13) ,得 :

1
μ∑

N

k =1

αk∫S { [
cosθ
sinθ

5 Pk (cosθ)
5θ +

52 Pk (cosθ)
5θ2 ]

[∑
N

m =1

5αm

5A2 <i

1
rk + m + 2 (cosθ

sinθ
5 Pm (cosθ)

5θ +
52 Pm (cosθ)

5θ2 ) ]

+ k
5 Pk (cosθ)

5θ [∑
N

m =1

5αm

5A2 <i

1
rk + m + 2 m

5 Pm (cosθ)
5θ ]}

·sinθdrdθ- H2 ti∫l ∑
N

m =1

5αm

5A2 <i
( -

1
rm

5 Pm (cosθ)
5θ ) sinθdl = 0 (14)

对上式中 r进行积分后 ,即变成对θ的单积分 :

1
μ∑

N

k =1

αk∫
π

0
{ [

cosθ
sinθ

5 Pk (cosθ)
5θ +

52 Pk (cosθ)
5θ2 ]

[∑
N

m =1

5αm

5A2 <i

1
( k + m + 1) rk + m + 1 (cosθ

sinθ
5 Pm (cosθ)

5θ +
52 Pm (cosθ)

5θ2 ) ]

+ k
5 Pk (cosθ)

5θ [∑
N

m =1

5αm

5A2 <i

1
( k + m + 1) rk + m + 1 m

5 Pm (cosθ)
5θ ]}

·sinθdθ+ H2 ti∫l ∑
N

m =1

5αm

5A2 <i
( 1

rm

5 Pm (cosθ)
5θ ) sinθdl = 0 (15)

上式表示为矩阵方程 :

Rα- GH2 t = 0 (16)

在分界面上选 N个点 ,由式 (9)可得每个点的表达式 :

A2 <i =α1 Ui1 +α2 Ui2 + ⋯+αNUiN , i = 1 ,2 , ⋯, N (17)

上式简化为矩阵形式

A2 < = Uα (18)

上式求逆得α,并代入式 (16)可得 :

ZA2 < - GH2 t = 0 (19)

在区域Ⅰ与区域Ⅱ的分界面上 , A1 o = A2 < , H1 t = H2 t ,根据方

程 (6) 、(19)可得一联立方程组 :

Kii Kio 0

Koi Koo - Q

0 Z - G

A1 i

A1 o

H1 t

=

P

0

0

(20)

解此方程组即可求得区域Ⅰ和区域Ⅱ中的场量分布 .

4　有限元与新型等效源的耦合方法 II

　　设开区域Ⅱ(非导体区)的表面边界为 S ,并且不包含外

施电流源.则区域 Ⅱ中的矢量磁位 A 也满足拉普拉斯方程

(7) .

用新型等效源法求解方程 (7)时 ,为了提高计算精度 ,在

区域Ⅱ的无效区域Ⅰ增加环形等效源 2、3、⋯、7 ,设置方法如

图 2所示 .根据轴对称场的性质 , 1 号源产生的二阶矢量位
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　图 2　求区域Ⅱ场分布的

等效源设置方法

W1 ( W2的解为零)的解的表达式

如式 (8)所示. 2、3、⋯、7 号源产

生的二阶矢量位 W1 c的解为

W1 c = ∑
7

n =2

β
2π2ε0

1
αn

K( kn)

(21)

式中 :β为环形等效源所带的总

电量 ; K为第一类完全椭圆积

分 ;αn = [ (ρ + ρ0 n ) 2 + ( z -

z0 n) 2 ]1/ 2 ; kn =
2 (ρ0 nρ) 1/ 2

αn
.

方程 (7)的解为 :

A2 < = -
5 ( W1 + W1 c)

5θ = ∑
N

k =1

αkUk (22)

在分界面上选 N个点 ,由式 (22)可得每个点的表达式 :

A2 <i =α1 Ui1 +α2 Ui2 + ⋯+αNUiN , i = 1 ,2 , ⋯, N (23)

表示为矩阵形式有 :

A2 <1

A2 <2

…

A2 <N

=

U11 U12 ⋯ U1 N

U21 U22 ⋯ U2 N

… … …

UN1 UN2 ⋯ UNN

α1

α2

…

αN

(24)

即 : A2 < = Uα (25)

由公式 (22)可求出这 N个点的磁场强度的切向分量 :

H2 ti =
1
μ ¨×A2 <i = ∑

N

k =1

αkVik , i = 1 ,2 , ⋯, N (26)

利用区域Ⅰ与区域Ⅱ的分界面上 A1 o = A2 < , H1 t = H2 t ,可组成

如下分块矩阵 :

A1 i

A1 o

H1 t

=

1 0

0 U

0 V

A1 i

α
(27)

把式 (27)代入式 (6) ,可得一矩阵方程 :

Cii Ciα

Cαi Cαα

A1 i

α
=

P

0
(28)

　图 3　轴对称非线性磁场计算模型

解方程 (28)求出 A1 i和α,代入相关公式即可求出两区域中的

场量分布.

5　实例计算

　　求具有铁芯的圆柱线圈周围的磁场分布 ,如图 3所示.图

中 a = 017m , b = 114m , a1 = 111m , a2 = 116m ,线圈电流密度 J

= 110×107A/ m2 .

这里把铁芯作

为非线性媒质处理 ,

即磁导率μ1 不是常

数而是磁感应强度

B 的函数.将整个场

域分为两个区域 ,铁

芯和绕组所在空间

作为区域 Ⅰ,无界自

由空间作为区域Ⅱ.区域Ⅰ用有限元法计算 ,区域Ⅱ用新型等

效源法计算 ,并在两区域的交界面上进行场量耦合.

本文用有限元

法和两种耦合法计

算的磁场强度沿ρ

方向的分布规律 ( z

= 017m 时 ) ,如图 4

所示. 有限元法、耦

合法Ⅰ、耦合法 Ⅱ未

知数的个数分别为

1296、958 和 900 ,可

见耦合法 I、耦合法

Ⅱ分别节省了 26108 %和 30156 %的未知数 ,而两种耦合法与

有限元法的相对误差均小于 1 %.

6　结论

　　本文提出了有限元法与新型等效源法的两种耦合新算

法 ,这种方法不受边界形状的限制 ,可以求解涉及开域问题的

静态场、涡流场、非线性场以及其它含有多种媒质的电磁场问

题.耦合法Ⅰ的实施比耦合法Ⅱ复杂 ,但精度比耦合法 Ⅱ高.

由于耦合法利用了有限元法和新型等效源法的各自优点 ,所

以计算开域问题可以节省计算机资源.
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